Séquence 2 : Limites d’une fonction, aspects graphiques

1 Limite d’une fonction a ’infini

1.1 Limite infinie a ’infini

Dans cette partie, on considére une fonction f définie sur R et on étudie I’évolution des valeurs de cette
fonction lorsque la variable augmente. Soit ¢ un nombre réel.

Définition. e Si, pour tout seuil A > 0, on peut rendre f(x) supérieur @ A en prenant x au dessus d’un
certain réel, on dit que f(z) tend vers +oo quand x tend vers +o0o. On note :

lim f(z) =400

r——+00

e De méme,

lim f(z)=—-00

r—+o0

Remarque. On définit de maniére similaire les limites infinies lorsque x tend vers —oo.

Exemple.

Déterminer la limite en +oo de la fonction f
représentée ci-contre.

Que peut-on dire de la droite D? Que peut- !
on en déduire pour la fonction f 7 :

1.2 Limite finie a l’infini
Comme précédemment, on considére une fonction f et I’évolution de f(x) lorsque x tend vers +oo.

Définition. Si, pour tout écart € > 0, la distance entre f(x) et € est inférieure d €, c¢’est-a-dire |f(x) — €] < e
dés que x est supérieur a un certain réel, on dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers +00, ou que f(x) a
pour limite £ en +o0o. On note :

o SF) =1
De méme,
Conséquence. o Si une fonction f admet pour limite £ lorsque x tend vers oo,

alors on dit que la droite d’équation y = £ est asymptote a la courbe représentative de f en 400, ou
que cette courbe admet la droite d’équation y = { pour asymptote en +oo.



e De méme,

Ces asymptotes sont paralléles a l’axe des abscisses.

Exemple.

Déterminer les limites en +o0o et en —oo de /

la fonction f représentée ci-contre. L - - o

En déduire les asymptotes a la courbe Cy

représentative de f. ’ /
Cy
Proposition. e pour toutn € N*, lim z" =400 et lim — =0.
n—+oo n——+oo ™
o pour tout n € N*, sin est pair, lim z" = 400 et, si n est impair, lim z" = —oo.
r——00 r— — 00
1
e pour toutn € N*, lim — =0.

z——oo0
. . 1
e lim z=+4oc0 et lim — =0.
xr——+00 r——+00 €T

e lim e*=+4ccet lim e*=0.
T—r+0o0 T—r—00

2 Limite d’une fonction en un point

Dans cette partie, on considére une fonction f définie sur un intervalle de la forme |a; b] ou [b; a[ et on étudie
I’évolution des valeurs de cette fonction lorsque la variable x se rapproche de a. Suivant la forme de I'intervalle,
on distingue ainsi par quel coté cette variable se rapproche de a.

Définition. Si, pour tout seuil A > 0, on peut rendre f(x) supérieur & A pour x suffisamment proche de a, on
dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a, ou que f(x) a pour limite +0co en a. On note :

lim f(x) = 4o0.

r—a

Remarque. Dans certains cas, il faut différencier la maniére de s’approcher de a :
e si l’on s’approche de a par valeurs inférieures, on note li_r}n f(x) ou lim f(z).
r—a T—a~
x<a

e si l'on s’approche de a par valeurs supérieures, on note %1_% f(x) ou lim+ fx).
r—a
r>a

Les limites infinies en un point coincident avec les valeurs interdites de la fonction f, c’est-a-dire les valeurs
ot la fonction n’est pas définie.

Conséquence. Si une fonction f admet pour limite 400 ou —oo lorsque x tend vers a, par valeurs inférieures

ou supérieures,
alors on dit que la droite d’équation x = a est asymptote a la courbe représentative de f en a, ou que cette
courbe admet la droite d’équation x = a pour asymptote en a.



Exemple.

Déterminer toutes les asymptotes a la courbe
Cy paralléles & ’axe des ordonnées.

Compléter :

lim f(z)=  ; lm f(z)=
rz——4 T——2

r<—4 r>—2

1. = M 1' =
Jim f(z) ) lim f(x)

Remarque. Si la fonction f est définie en a, alors 1i_1>n f(z) = f(a).

3 Bilan et régles de calcul sur les limites

3.1 Conséquences graphiques

Limite Interprétation graphique

hrf f(z) =¢ | La droite d’équation y = ¢ est asymptote a la courbe représentative de f en +oo.
xr—r+00

lim f(z) =4 | La droite d’équation y = ¢ est asymptote & la courbe représentative de f en —co.
Tr—r—00

lim f(x) = £oo | La droite d’équation x = a est asymptote & la courbe représentative de f.
Tr—a

3.2 Regles de calcul

e somme et produit de deux fonctions :

Si !inlr:fi.r] —h ¢ ¢ ¢ +00 | +00 | —ec
et _!_ir:g['.\'ﬁ = ¢ | +o00|—00|+00|—00]| -0
-alors !_irj:r;f[.\'_:n--:-g(.v:n -{+{r + 00 | — o | +nc FIl | —~
St lim f(x) =... | 4 | £~0 | £>0|€<0|€<0| +00 | +00 | — o 0
Et_li'?:g(-"):--- 6 |+ | —x |+~ | —w|+x | —x| —x |+xoUu—x
alors _!ir_r:’[f{.t]xgut;-]—... Ex€| +00| —c0| —o0 | +00 | +00 | —00 | +0¢ FI

e Pour déterminer les limites au niveau d’une valeur interdite d’une fonction, il est en général nécessaire
de réaliser le tableau de signes de cette fonction pour déterminer vers quel infini cela tend.



« Cas ou - :
lim g(x) = 0 Si _!_"'!'Lf(l"j_--- ( 4 +00 | +00 | —00 | —00 |+000U—00
X—a |
et !_iq': g(x)=... ¢ |+ocou—oo|€>0[€<0|¢>0[€<0|+000u—cc|
alors lim fx) r! 0 40| —o0 | —o0 | +00 FI |
x—ag(x) {
« Cas ol i lim £(x) o |
i limf(x)=... : - _
limg(x) =0 R ( 'f‘“v«Oou—I—'\ f<Oou—nc |f=00u+t+oc|f<00u—nc |
X—a
et lim g(x)— ... Oen re_stant Oen re_stant Oen_rest_ant Oen_rest_ant 0 '
x—a positif positif négatif négatif
alors lim 1) 4 _— . - i |
x -agl,\:; '

e Pour déterminer la limite & U'infini d’une fraction rationnelle (quotient de deux polynomes), il faut fac-
toriser le numérateur et le dénominateur de la fraction par la plus grande puissance de x puis simplifier
pour obtenir cette limite.

e Composition des limites : a, b et ¢ désignent soit des réels, soit 400, soit —oo.

[ lim f(z) =10 .
Siq fom (X)) = ¢ alors lim g(f(@)) =c
X—=b

4 Limites et comparaison

Théoréme. (comparaison)
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de la forme |A; 400 ot A est un réel, soit —oo.

e si, pour tout x € I, f(x) > g(x) e¢ lim = 400, alors lim f(x)= 4o0.
z—+oo z—+o0

) < . . C e

o si, pour tout x € I, f(z) < g(x) et zgr:iloo 00, alors xgrﬂrzloo f(z) 00

Théoréme. (encadrement)

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I de la forme ]A; +oo[ ot A est un réel, soit —oc.

Si, pour tout v € I, g(x) < f(x) < h(x) et si g et h ont la méme limite { en £oo oua, alors:  lim  f(x) = L.
xr

—*+o0 ou a

Les démonstrations de ces théorémes sont similaires aux démonstrations des mémes théorémes, appliqués
aux suites.

Théoréme. (Croissance comparée)
T

. € .
Pour tout n € N*, lim — =400 et lim z"e” =0.
T—+oo " T——00

5 Un dernier type de limite

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouwvert I et soit a € I.

On dit que [ est dérivable en a si le tauz d’accroissement de f en a admet pour limite un nombre réel lorsque
h tend vers 0, c’est-a-dire lorsque le point M se rapproche infiniment prés du point A.

Ce nombre, noté alors f'(a), est appelé nombre dérivé de [ en a.

h) —
Lorsque f est dérivable en a, on a ainsi :| f'(a) = }llirr%) —f(a + })L f(a)
—

oL . . sinx
Exemple. On cherche a déterminer hrnO —_—
T— X

. . ) ) 0
Ona: hn}) sinz =0 et hr%ac = 0 donc c’est une forme indéterminée de type " — .
T—r r—

Or sin0 — 0 done sinz _ sinz —0 _ sin(0 4+ x) — sin0
T rz—0 z—0
sinz .. sin(0+x) —sin0

. -1 _ -/ _ _
Ainsi : ilir%) = il_r}r}) por = sin’ (0) = cos(0) = 1.
4




